Teoria de Numeros Il

José de Jesus Lavalle Martinez

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Facultad de Ciencias de la Computacién
Estructuras Discretas CCOS 009

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



@ Motivacién

© Niimeros Primos

© Divisién por Ensayo

@ La criba de Eratéstenes

© Maéximo Comiin Divisor y Minimo Comiin Miiltiplo
© E! Algoritmo de Euclides

@ Ejercicios

(FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Motivacion |

@ En la seccion 3.1 estudiamos el concepto de divisibilidad de nimeros
enteros.
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Motivacion |

@ Un concepto importante basado en la divisibilidad es el de un nimero
primo.
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Motivacion |

@ Un primo es un nimero entero mayor que 1 que no es divisible por
ninglin entero positivo que no sea 1y él mismo.
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Motivacion |

@ El estudio de los nlimeros primos se remonta a la antigiiedad.
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Motivacion |

@ Hace miles de afnos se sabia que hay infinitos niimeros primos; la
prueba de este hecho, que se encuentra en las obras de Euclides, es
famosa por su elegancia y belleza.
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Motivacion Il

@ Describiremos algunos de los resultados sobre niimeros primos
encontrados por matemdticos en los dltimos 400 afos.
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Motivacion Il

@ En particular, presentaremos un teorema importante, el teorema
fundamental de la aritmética.
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Motivacion Il

o Este teorema, que afirma que todo entero positivo puede escribirse de
forma dnica como producto de niimeros primos en orden no
decreciente, tiene muchas consecuencias interesantes.
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Motivacion Il

@ En esta seccidon también estudiaremos el maximo comun divisor de
dos enteros, asi como el minimo comiin miiltiplo de dos enteros.
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Motivacion Il

@ Desarrollaremos un algoritmo importante para calcular los maximos
divisores comunes, llamado algoritmo euclidiano.

Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Nuameros Primos

Definicién 1

Un entero p mayor que 1 se llama primo si los tnicos factores positivos de
pson 1y p. Un nlimero entero positivo que es mayor que 1 y no es primo

se llama compuesto.
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Nuameros Primos

Observacién 1

El nimero entero 1 no es primo porque sélo tiene un factor positivo.
Tenga en cuenta también que un nimero entero n es compuesto si y sélo
si existe un ndmero entero a tal que ajny 1 < a < n.
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Ejemplo 1

El nimero entero 7 es primo porque sus tnicos factores positivos son 1y
7, mientras que el ndmero entero 9 es compuesto porque es divisible por 3.
O
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Teorema Fundamental de la Aritmética

Teorema 1

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA Todo niimero
entero mayor que 1 puede escribirse Ginicamente como un primo o como el
producto de dos o mds primos, donde los factores primos se escriben en
orden de tamaio no decreciente. |
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

100=2-2-5-5= 2252,
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

100=2-2-5-5= 2252,
641 = 641,
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

100=2-2-5-5= 2252,
641 = 641,
999 =3-.3-3.37=233.37,
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

100=2-2-5-5= 2252

641 = 641,

999 =3-3-3.37=3.37,

02 = B2 Do Do Do Do Do D Do D =B,

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Division por Ensayo |

@ A menudo es importante mostrar que un nimero entero dado es
primo.
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Division por Ensayo |

@ Por ejemplo, en criptologia, los nimeros primos grandes se utilizan en
algunos métodos para hacer que los mensajes sean secretos.
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Division por Ensayo |

@ Un procedimiento para demostrar que un ndmero entero es primo se
basa en la siguiente observacion.
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Teorema 2 |

Teorema 2

Si n es un entero compuesto, entonces n tiene un divisor primo menor o

igual que v/n.
|
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.

e Sia>+/nyb>./n, entonces ab > \/n - +/n =n, lo cual es una
contradiccién.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.

e Sia>+/nyb>./n, entonces ab > \/n - +/n =n, lo cual es una
contradiccién.

@ En consecuencia, a < /n o b < /n.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.

e Sia>+/nyb>./n, entonces ab > \/n - +/n =n, lo cual es una
contradiccién.

@ En consecuencia, a < /n o b < /n.

@ Debido a que tanto a como b son divisores de n, vemos que n tiene
un divisor positivo que no excede a \/n.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.

e Sia>+/nyb>./n, entonces ab > \/n - +/n =n, lo cual es una
contradiccién.

@ En consecuencia, a < /n o b < /n.

@ Debido a que tanto a como b son divisores de n, vemos que n tiene
un divisor positivo que no excede a \/n.

@ Este divisor es primo o, por el teorema fundamental de la aritmética,
tiene un divisor primo menor que él.
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Teorema 2 Il

Demostracion:

@ Si n es compuesto, por la definicién de un entero compuesto,
sabemos que tiene un factor a con 1 < a < n.

@ Por lo tanto, por la definicién de un factor de un entero positivo,
tenemos n = ab, donde b es un entero positivo mayor que 1.

@ Demostraremos que a < y/n o b < y/n.

e Sia>+/nyb>./n, entonces ab > \/n - +/n =n, lo cual es una
contradiccién.

@ En consecuencia, a < /n o b < /n.

@ Debido a que tanto a como b son divisores de n, vemos que n tiene
un divisor positivo que no excede a \/n.

@ Este divisor es primo o, por el teorema fundamental de la aritmética,
tiene un divisor primo menor que él.

@ En cualquier caso, n tiene un divisor primo menor o igual que y/n.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Division por Ensayo ||

@ Del teorema 2 se deduce que un niimero entero es primo si no es
divisible por ningln primo menor o igual que su raiz cuadrada.

@ Esto conduce al algoritmo de fuerza bruta conocido como divisién
por ensayo.

@ Para usar la divisién por ensayo, dividimos n por todos los primos que
no excedan a y/n y concluimos que n es primo si no es divisible por
ninguno de estos primos.
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Ejemplo 3

Muestre que 101 es primo.
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Ejemplo 3

Muestre que 101 es primo.

Solucién:

@ Los Unicos nimeros primos que no exceden a /101 son 2, 3, 5y 7.
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Ejemplo 3

Muestre que 101 es primo.

Solucion:
@ Los tnicos niimeros primos que no exceden a V101 son 2, 3, 5 y 7.
e Dado que 101 no es divisible entre 2, 3, 5 0 7 (el cociente de 101 y
cada uno de estos niimeros enteros no es un nimero entero), se sigue
que 101 es primo.

O




Division por Ensayo IlI

@ Debido a que cada entero tiene una factorizacién prima, seria util
tener un procedimiento para encontrar esta factorizacién prima.
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Division por Ensayo IlI

o Considere el problema de encontrar la factorizacién prima de n.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Division por Ensayo IlI

@ Comience por dividir n entre primos sucesivos, comenzando con el
primo mas pequeio, 2.
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Division por Ensayo IlI

@ Si n tiene un factor primo, entonces por el Teorema 2 se encontrara
un factor primo p que no exceda a /n.
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Division por Ensayo IlI

@ Asi, si no se encuentra un factor primo que no exceda a /n, tenemos
que 1 es primo.
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Division por Ensayo IlI

@ De otro modo si se encuentra un factor primo p, continue
factorizando n/p.
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Division por Ensayo IlI

@ Tenga en cuenta que n/p no tiene factores primos menores que p.
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Division por Ensayo IlI

e Nuevamente, si n/p no tiene un factor primo mayor o igual a p y que
no excede a su raiz cuadrada, entonces es primo.
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Division por Ensayo IlI

@ De lo contrario, si tiene un factor primo ¢, continte factorizando
n/(pq). Este procedimiento se continda hasta que la factorizacién se
ha reducido a un primo.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Para encontrar la factorizacién prima de 7007, primero realice divisiones de
7007 entre ndmeros primos sucesivos, comenzando con 2.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Ninguno de los primos 2, 3 y 5 divide 7007. Sin embargo, 7 divide 7007, con
7007/7 = 1001.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ A continuacién, divida 1001 entre primos sucesivos, comenzando con 7.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Se ve inmediatamente que 7 también divide 1001, porque 1001/7 = 143.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Continte dividiendo 143 entre primos sucesivos, comenzando con 7.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Aunque 7 no divide 143, 11 divide 143 y 143/11 = 13.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ Como 13 es primo, el procedimiento se completa.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ De ello se deduce que 7007 =7-1001 =7-7-143=7-7-11-13.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Encuentre la factorizacién prima de 7007.

Solucién:

@ En consecuencia, la factorizacién prima de 7007 es 7-7-11-13 = 72-11-13.
]
0
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La criba de Eratdstenes |

@ Tenga en cuenta que los nlimeros enteros compuestos que no excedan
100 deben tener un factor primo que no exceda 10.
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La criba de Eratdstenes |

@ Debido a que los tnicos nimeros primos menores que 10 son 2, 3,5y
7, los niimeros primos que no exceden 100 son estos cuatro primos y
los nimeros enteros positivos mayores que 1 que no exceden a 100
que no son divisibles por 2, 3, 5, 0 7.
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La criba de Eratdstenes |

@ La criba de Eratdstenes se usa para encontrar todos los niimeros
primos que no excedan un ndmero entero positivo especificado.
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La criba de Eratdstenes |

@ Por ejemplo, el siguiente procedimiento se usa para encontrar los
ndmeros primos que no excedan 100.
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La criba de Eratdstenes |

@ Comenzamos con la lista de todos los niimeros enteros entre 1 y 100.
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La criba de Eratdéstenes Il

@ Para comenzar el proceso de cribado, se eliminan los niimeros enteros
que son divisibles por 2, distintos de 2.
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La criba de Eratdéstenes Il

@ Debido a que 3 es el primer nimero entero mayor que 2 que queda, se
eliminan todos los nimeros enteros divisibles por 3 que no sean 3.
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La criba de Eratdéstenes Il

@ Como 5 es el siguiente niimero entero que queda después de 3, se
eliminan los niimeros enteros divisibles por 5 que no sean 5.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



La criba de Eratdéstenes Il

@ El siguiente nlimero entero que queda es 7, por lo que se eliminan los
nimeros enteros divisibles por 7 que no sean 7.
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La criba de Eratdstenes Il

@ Debido a que todos los niimeros enteros compuestos que no excedan
de 100 son divisibles entre 2, 3, 5 o 7, todos los niimeros enteros
restantes excepto 1 son primos.
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La criba de Eratdstenes Il

@ En la Tabla 1, los paneles muestran los nimeros enteros eliminados
en cada etapa, donde cada entero divisible por 2, distinto de 2, esta
subrayado en el primer panel,
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La criba de Eratdstenes Il

@ cada entero divisible por 3, distinto de 3, estd subrayado en el
segundo panel,
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La criba de Eratdstenes Il

@ cada el entero divisible por 5, distinto de 5, estd subrayado en el
tercer panel,
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La criba de Eratdstenes Il

@ y cada entero divisible por 7, distinto de 7, estd subrayado en el
cuarto panel.
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La criba de Eratdstenes IV

Integers divisible by 2 other than 2 Integers divisible by 3 other than 3
receive an underline. receive an underline.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 9 10
1112 13 14 15 16 17 18 19 20 1 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 21 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 31 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 41 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 51 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 61 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 19 80 71 79 80
81 82 83 84 85 8 87 88 8 90 81 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 91 99 100
Integers divisible by 5 other than 5 Integers divisible by 7 other than 7 receive
receive an underline. an underline; integers in color are prime.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 L2 4 6 8 9 10
12 13 14 15 16 17 18 19 20 112 13 14 15 16 18 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 2l 22 023 24 25 26 27 28 30
3032 33 34 35 36 37 8 39 N 2 03B 3403 % BB W
4l 42 43 44 45 46 47 48 49 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 5105 54 55 56 57 58 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 10 62 6 64 65 66 67 68 69 10
MR BT T TT T80 R M 6T 80
81 82 8 84 85 8 87 88 89 9 81 82 84 85 8 87 88 20
91 92 93 94 95 9 97 98 99 100 91 92 93 94 95 9 97 98 99 100

Tabla 1: La criba de Eratéstenes para los primos menores que 100.




Infinitud de Primos |

@ Se sabe desde hace mucho tiempo que hay infinitos niimeros primos.
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Infinitud de Primos |

o Esto significa que siempre que p1,p2, ..., P, son los n primos mas
pequenos, sabemos que hay un primo mayor que no aparece en la
lista.
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Infinitud de Primos |

@ Demostraremos este hecho usando una demostraciéon dada por
Euclides en su famoso texto de matematicas, Los Elementos.
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Infinitud de Primos |

@ Muchos matematicos consideran que esta demostracidn simple, pero
elegante, se encuentra entre las demostraciones mas hermosas de las
matematicas.
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Infinitud de Primos |

@ Es la primera prueba presentada en el libro Proofs from THE BOOK,
donde EL LIBRO se refiere a la coleccién imaginaria de pruebas
perfectas que el legendario matematico Paul Erdés afirma que Dios
resguarda.
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Infinitud de Primos |

@ Por cierto, hay una gran cantidad de pruebas diferentes de que hay
una infinidad de ndmeros primos, y se publican nuevas con una
frecuencia sorprendente.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:
@ Probaremos este teorema usando una prueba por contradiccion.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:

@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:

@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
@ Sea

Q=pip2---pp+ 1.

FCC-BUAP)



Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:

@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
@ Sea
Q=pip2--pnt 1
@ Seglin el teorema fundamental de la aritmética, () es primo o puede
escribirse como el producto de dos 0 mas primos.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:

@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
@ Sea
Q=pip2--pnt 1

@ Seglin el teorema fundamental de la aritmética, () es primo o puede
escribirse como el producto de dos 0 mas primos.

@ Sin embargo, ninguno de los primos p; divide a @, porque si p;|Q,
entonces p; divide Q — p1p2---pn = 1, por lo tanto, hay un primo
que no esta en la lista p1,po, ..., pn.

(FCC-BUAP)



Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:

@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
@ Sea
Q=pip2---pnt+ 1

@ Seglin el teorema fundamental de la aritmética, () es primo o puede
escribirse como el producto de dos 0 mas primos.

@ Sin embargo, ninguno de los primos p; divide a @, porque si p;|Q,
entonces p; divide Q — p1p2---pn = 1, por lo tanto, hay un primo
que no esta en la lista p1,po, ..., pn.

@ Este primo o es @), si es primo, o un factor primo de Q.
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Teorema 3

Teorema 3

Hay infinitos nimeros primos.

Demostracion:
@ Suponemos que sélo hay un nimero finito de primos, p1,po, ..., Pn.
@ Sea
Q=pip2---pnt+ 1
@ Seglin el teorema fundamental de la aritmética, () es primo o puede

escribirse como el producto de dos 0 mas primos.

Sin embargo, ninguno de los primos p; divide a @, porque si p;|Q,
entonces p; divide Q — p1p2---pn = 1, por lo tanto, hay un primo
que no esta en la lista p1,po, ..., pn.

Este primo o es (), si es primo, o un factor primo de Q.

Esto es una contradiccién porque asumimos que hemos enumerado
todos los niimeros primos.
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Infinitud de Primos |l

Observacion 2

iTenga en cuenta que en esta demostracién no declaramos que () sea
primo! Ademas, en esta prueba, hemos dado una prueba de existencia no
constructiva de que dados n nimeros primos, hay un primo que no estd en
esta lista. Para que esta demostracién sea constructiva, habriamos tenido
que dar explicitamente un primo que no esté en nuestra lista original de n

primos.
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Infinitud de Primos Il

@ Debido a que hay infinitos ndmeros primos, dado cualquier entero
positivo hay primos mayores que este nlimero entero.
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Infinitud de Primos Il

@ Hay una bisqueda en curso para descubrir nlimeros primos cada vez
mas grandes; durante casi todos los dltimos 300 afios, el nimero
primo mas grande conocido ha sido un niimero entero de la forma
especial 2P — 1, donde p también es primo.
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Infinitud de Primos Il

@ Tenga en cuenta que 2" — 1 no puede ser primo cuando 7 no es primo.
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Infinitud de Primos Il

@ Estos nldmeros primos se llaman ndmeros primos de Mersenne, en
honor al monje francés Marin Mersenne, que los estudié en el siglo
XVII.
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Infinitud de Primos Il

@ La razén por la que el nimero primo mds grande conocido suele ser
un ndmero primo de Mersenne es que existe una prueba
extremadamente eficiente, conocida como prueba de Lucas-Lehmer,
para determinar si 2P — 1 es primo.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Infinitud de Primos Il

@ Ademds, actualmente no es posible probar tan rapido si son primos
nimeros que no sean de esta u otras formas especiales.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Ejemplo 5

Los niimeros 22 —1=3,23—1=7,2°—1=31y 27 —1 =127 son
nimeros primos de Mersenne, mientras que 2'' — 1 = 2047 no es un
nimero primo de Mersenne porque 2047 = 23 - 89.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Maximo Comun Divisor |

Definicidon 2

Sean a y b enteros, no ambos cero. El entero mas grande d tal que d|a y
d|b se llama el maximo comiin divisor de a y b. El maximo comun divisor

de a y b se denota por mcd(a, b).

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros 11



Maximo Comun Divisor |1

@ El méximo comin divisor de dos enteros, no ambos cero, existe
porque el conjunto de divisores comunes de estos enteros no es vacio
y es finito.
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Maximo Comun Divisor |1

@ Una forma de encontrar el maximo comdn divisor de dos enteros es
encontrar todos los divisores comunes positivos de ambos enteros y
luego tomar el mayor divisor.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Maximo Comun Divisor |1

@ Esto se hace en los Ejemplos 6 y 7.
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Maximo Comun Divisor |1

o Mas adelante, se dard un método mas eficiente para encontrar el
mdximo comn divisor de dos enteros.
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cual es el méximo comin divisor de 24 y 367
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cual es el méximo comin divisor de 24 y 367

Solucién:

@ Los divisores comunes positivos de 24 y 36 son 1, 2, 3, 4, 6 y 12.




Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cual es el méximo comin divisor de 24 y 367

Solucién:
@ Los divisores comunes positivos de 24 y 36 son 1, 2, 3, 4, 6 y 12.
@ Por lo tanto, mcd(24,36) = 12.

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 7

iCual es el méximo comin divisor de 17 y 227
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Ejemplo 7

iCual es el méximo comin divisor de 17 y 227

Solucién:

@ Los nimeros enteros 17 y 22 no tienen divisores comunes positivos
distintos de 1, de modo que mcd(17,22) = 1.

FCC-BUAP)



Primos relativos |

Definicidn 3

Los niimeros enteros a y b son primos relativos si su maximo comdn
divisor es 1.

sis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Primos relativos |

Ejemplo 8

Del ejemplo 7 se deduce que los niimeros enteros 17 y 22 son primos
relativos, porque med(17,22) = 1. O

FCC-BUAP)



Primos relativos |1

Definicion 4

Los enteros a1, as, ..., a, son primos relativos por pares si med(a;,a;) =1
siempre que 1 <7 < j < n.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Primos relativos |1

Ejemplo 9

Determine si los ndmeros enteros 10, 17 y 21 son primos relativos por
pares y si los nimeros enteros 10, 19 y 24 son primos relativos por pares.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Primos relativos |1

Ejemplo 9

Determine si los ndmeros enteros 10, 17 y 21 son primos relativos por
pares y si los nimeros enteros 10, 19 y 24 son primos relativos por pares.

Solucion:
e Como mcd(10,17) =1, med(10,21) = 1y med(17,21) =1,
concluimos que 10, 17 y 21 son primos relativos por pares.




Primos relativos |1

Ejemplo 9

Determine si los ndmeros enteros 10, 17 y 21 son primos relativos por
pares y si los nimeros enteros 10, 19 y 24 son primos relativos por pares.

Solucidn:

e Como mcd(10,24) =2 > 1, vemos que 10, 19 y 24 no son primos
relativos por pares.

(FCC-BUAP)



Maximo Comun Divisor |1l

@ Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos niimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros.
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Maximo Comun Divisor |1l

@ Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos niimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros.

@ Suponga que las factorizaciones primas de los enteros positivos a y b
son

a1 az‘ bl b2‘

a=pPps - pinb=piph .. phr

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Maximo Comun Divisor |1l

@ Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos niimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros

enteros.
@ Suponga que las factorizaciones primas de los enteros positivos a y b
son
al a2 . bl b2 .

a=pPps - pinb=piph .. phr

@ donde cada exponente es un nimero entero no negativo,
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Maximo Comun Divisor |1l

@ Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos niimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros.

@ Suponga que las factorizaciones primas de los enteros positivos a y b
son
— 01,02 a _ b1, b2 b
a=p1' Pyt b =pr Pyt Py
@ donde cada exponente es un nimero entero no negativo,

@ y donde todos los niimeros primos que ocurren en la factorizacién
prima de a o b se incluyen en ambas factorizaciones, con exponentes
Cero si es necesario.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Maximo Comun Divisor |1l

Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos nimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros.

Suponga que las factorizaciones primas de los enteros positivos a y b
son
— 01,02 a _ b1, b2 b
a=p1' Pyt b =pr Pyt Py
donde cada exponente es un nimero entero no negativo,

y donde todos los nimeros primos que ocurren en la factorizacién
prima de a o b se incluyen en ambas factorizaciones, con exponentes
Cero si es necesario.

Entonces mcd(a, b) viene dado por

min(a1,b1) min(az,b2) min(an,bn)

mcd(a,b) = p; Do o ,
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Maximo Comun Divisor |1l

Otra forma de encontrar el maximo comun divisor de dos nimeros
enteros positivos es usar las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros.

Suponga que las factorizaciones primas de los enteros positivos a y b
son
— 01,02 a _ b1, b2 b
a=p1' Pyt b =pr Pyt Py
donde cada exponente es un nimero entero no negativo,

y donde todos los nimeros primos que ocurren en la factorizacién
prima de a o b se incluyen en ambas factorizaciones, con exponentes
Cero si es necesario.

Entonces mcd(a, b) viene dado por
mcd(a,b) = pliﬂfn(alvbl)p;nl’n(az,bz) o Sin(an,bn)’

donde min(x, y) representa el minimo de los dos nimeros x y y.
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Maximo Comun Divisor IV

e Para demostrar que esta férmula para mcd(a, b) es vélida, debemos
mostrar que el nimero entero del lado derecho divide tanto a a como
a b, y que ninglin entero mas grande lo hace.
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Maximo Comun Divisor IV

e Para demostrar que esta férmula para mcd(a, b) es vélida, debemos
mostrar que el nimero entero del lado derecho divide tanto a a como
a b, y que ninglin entero mas grande lo hace.

@ Este nimero entero divide a a y a b, porque la potencia de cada
primo en la factorizacién no excede la potencia de este primo ni en la
factorizacién de a ni en la de b.
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Maximo Comun Divisor IV

e Para demostrar que esta férmula para mcd(a, b) es vélida, debemos
mostrar que el nimero entero del lado derecho divide tanto a a como
a b, y que ninglin entero mas grande lo hace.

@ Este nimero entero divide a a y a b, porque la potencia de cada
primo en la factorizacién no excede la potencia de este primo ni en la
factorizacién de a ni en la de b.

@ Ademds, ningln nimero entero mayor puede dividir a y b, porque los
exponentes de los niimeros primos en esta factorizacién no se pueden
aumentar y no se pueden incluir otros niimeros primos.
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Ejemplo 10

Ejemplo 10

Debido a que las factorizaciones primas de 120 y 500 son 120 =23 -3-5y
500 = 22 - 53, el maximo comiin divisor es

mcd(120, 500) _ 2mfn(3,2)3m1'n(1,0)5m1'n(1,3) _ 223051 = 20.

rtinez (FCC-BUAP)



Minimo Comun Muiltiplo |

Definicion 5

El minimo comin multiplo de los enteros positivos a y b es el menor
entero positivo que es divisible por a y b. EIl minimo comin muiltiplo de a y
b se denota mediante el mem(a, b).

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros 11



Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

@ y cada conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento
minimo (por la propiedad del buen orden).

Teoria de Niimeros Il
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Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

@ y cada conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento
minimo (por la propiedad del buen orden).

@ Suponga que las factorizaciones primas de a y b son las mismas que
antes.
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Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

@ y cada conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento
minimo (por la propiedad del buen orden).

@ Suponga que las factorizaciones primas de a y b son las mismas que
antes.

@ Entonces el minimo comdn mdltiplo de a y b viene dado por

mcm(a, b) = prlnéx(al,b1)p12néx(a2,b2) o 'pfféx(a"’b"),
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Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

@ y cada conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento
minimo (por la propiedad del buen orden).

@ Suponga que las factorizaciones primas de a y b son las mismas que
antes.

@ Entonces el minimo comdn mdltiplo de a y b viene dado por

mcm(a, b) = prlnéx(al,b1)p12néx(a2,b2) o 'pfféx(a"’b"),

e donde max(x,y) denota el maximo de los dos niimeros z y y.
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Minimo Comun Muiiltiplo 11

@ El minimo comdn mudltiplo existe porque el conjunto de enteros
divisibles por a y b no estd vacio (porque ab pertenece a este
conjunto, por ejemplo),

@ y cada conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento
minimo (por la propiedad del buen orden).

@ Suponga que las factorizaciones primas de a y b son las mismas que
antes.

@ Entonces el minimo comdn mdltiplo de a y b viene dado por

mcm(a, b) = prlnéx(al,b1)p12néx(a2,b2) o 'pfféx(a"’b"),

e donde max(x,y) denota el maximo de los dos niimeros z y y.

@ Esta férmula es vélida porque un mudltiplo comdn de a y b tiene al
menos max(a;, b;) factores de p; en su factorizacién prima, y el
minimo comun multiplo no tiene otros factores primos ademds de los
deayhb.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Ejemplo 11

i Cul es el minimo comtn miiltiplo de 233572 y 24337

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Ejemplo 11

i Cul es el minimo comtn miiltiplo de 233572 y 24337

Solucién:

@ Tenemos que

mcm(2335727 2433) — 2ma',x(3,4) gméx(S,S) 7mé,x(2,0) — 243572.

(FCC-BUAP)



Relacion entre mcd y mcm

Teorema 4

Sean a y b enteros positivos. Entonces

ab = mcd(a,b) - mem(a, b).




El Algoritmo de Euclides |

o Calcular el maximo comdn divisor de dos nlimeros enteros
directamente a partir de las factorizaciones primas de estos niimeros
enteros es ineficaz.
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El Algoritmo de Euclides |

@ La razén es que lleva mucho tiempo encontrar las factorizaciones
primas.
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El Algoritmo de Euclides |

@ Daremos un método mds eficiente para encontrar el maximo comiin
divisor, llamado algoritmo euclidiano.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



El Algoritmo de Euclides |

@ Este algoritmo se conoce desde la antigliedad.

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides |

@ Lleva el nombre del antiguo matematico griego Euclides, quien
incluyé una descripcidn de este algoritmo en su libro Los elementos.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



El Algoritmo de Euclides Il

@ Antes de describir el algoritmo euclidiano, mostraremos cémo se usa
para encontrar med(91, 287).

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Primero, divida 287, el mayor de los dos enteros, por 91, el menor,
para obtener
287 =91 -3 + 14.

z (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

o Cualquier divisor de 91 y 287 también debe ser un divisor de
287 —91 -3 = 14.

lle Martinez (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Ademds, cualquier divisor de 91 y 14 también debe ser un divisor de
287 =91-3 + 14.

lle Martinez (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Por lo tanto, el maximo comdn divisor de 91 y 287 es el mismo que el
méximo comdun divisor de 91 y 14.

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

e Esto significa que el problema de encontrar mecd(91, 287) se ha
reducido al problema de encontrar med(91, 14).

z (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Luego, divida 91 entre 14 para obtener

91=14-6+417.

z (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Debido a que cualquier divisor comtn de 91 y 14 también divide
91 — 14 - 6 = 7 y cualquier divisor comtn de 14 y 7 divide 91, se
deduce que mcd(91,14) = mcd(14, 7).

rtinez (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Continte dividiendo 14 entre 7, para obtener

14=7-2.

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

e Como 7 divide 14, se deduce que mcd(14,7) = 7.

(FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides Il

@ Ademids, dado que
mcd(287,91) = mcd(91, 14) = med(14,7) =7,

el problema original se ha resuelto.

rtinez (FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides IV

@ Ahora describimos cémo funciona el algoritmo euclidiano en general.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



El Algoritmo de Euclides IV

@ Usaremos divisiones sucesivas para reducir el problema de encontrar el
maximo comun divisor de dos enteros positivos al mismo problema
con enteros mas pequenos, hasta que uno de los enteros sea cero.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



El Algoritmo de Euclides IV

o El algoritmo euclidiano se basa en el siguiente resultado sobre el
maximo comun divisor y el algoritmo de divisidn.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



El Algoritmo de Euclides V

Sea a = bg + r, donde a, b, q y r son niimeros enteros. Entonces
mcd(a, b) = med(b, 7).

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides V

Sea a = bg + r, donde a, b, q y r son niimeros enteros. Entonces
mcd(a, b) = med(b, 7).

Demostracion:

@ Si podemos demostrar que los divisores comunes de a y b son los
mismos que los divisores comunes de b y r, habremos demostrado que

mcd(a, b) = med(b, ), porque ambos pares deben tener el mismo
maximo comun divisor.




El Algoritmo de Euclides V

Sea a = bg + r, donde a, b, q y r son niimeros enteros. Entonces
mcd(a, b) = med(b, 7).

Demostracion:

@ Si podemos demostrar que los divisores comunes de a y b son los
mismos que los divisores comunes de b y r, habremos demostrado que

mcd(a, b) = med(b, ), porque ambos pares deben tener el mismo
maximo comun divisor.

@ Entonces, suponga que d divide a a y b.




El Algoritmo de Euclides V

Sea a = bg + r, donde a, b, q y r son niimeros enteros. Entonces
mcd(a, b) = med(b, 7).

Demostracion:

@ Si podemos demostrar que los divisores comunes de a y b son los
mismos que los divisores comunes de b y r, habremos demostrado que
mcd(a, b) = med(b, ), porque ambos pares deben tener el mismo
maximo comun divisor.

@ Entonces, suponga que d divide a a y b.

@ Asi, se deduce que d también divide a — bqg = r (del Teorema 3.1.1 de
las notas).

José de Jesis Lavall




El Algoritmo de Euclides VI

@ Por tanto, cualquier divisor comtn de a y b es también divisor comtin
debyr.
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El Algoritmo de Euclides VI

@ Por tanto, cualquier divisor comtn de a y b es también divisor comtin
debyr.

@ Asimismo, suponga que d dividea by r.
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El Algoritmo de Euclides VI

@ Por tanto, cualquier divisor comtn de a y b es también divisor comtin
debyr.

@ Asimismo, suponga que d dividea by r.

@ Entonces d también divide bg + r = a.

(FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides VI

Por tanto, cualquier divisor comtn de a y b es también divisor comdn
debyr.

Asimismo, suponga que d divide a by r.

Entonces d también divide bg + r = a.

Por tanto, cualquier divisor comtn de by r es también un divisor
comln de a y b.

FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides VI

@ Por tanto, cualquier divisor comtn de a y b es también divisor comtin
debyr.

@ Asimismo, suponga que d dividea by r.

@ Entonces d también divide bg + r = a.

@ Por tanto, cualquier divisor comtn de by r es también un divisor
comln de a y b.

e En consecuencia, med(a,b) = mcd(b, 7).

(FCC-BUAP)



El Algoritmo de Euclides VII

@ Suponga que a y b son nimeros enteros positivos con a > b.
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El Algoritmo de Euclides VII

@ Suponga que a y b son nimeros enteros positivos con a > b.

@ Searg=ayr;=b.
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El Algoritmo de Euclides VII

@ Suponga que a y b son nimeros enteros positivos con a > b.
@ Searg=ayr;=b.
@ Cuando aplicamos sucesivamente el algoritmo de divisién, obtenemos

o =71q1 + 72 0<ry <1y,
r1=r2q1 +73 0 <rg <,
Th—2 = 'n—1qn—1 + Tn 0 Srn < Tn—1,

Tn—1 = Tndn
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El Algoritmo de Euclides VIII

@ Finalmente, se produce un resto de cero en esta secuencia de
divisiones sucesivas, porque la secuencia de restos
a=1ry>ry>1ry>---> 0 no puede contener mas de a términos.
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El Algoritmo de Euclides VIII

@ Finalmente, se produce un resto de cero en esta secuencia de
divisiones sucesivas, porque la secuencia de restos
a=1ry>ry>1ry>---> 0 no puede contener mas de a términos.

@ Ademids, del Lema 1 se sigue que

mcd(a,b) = med(ro, 1) = med(r1,r2) = - -+ = med(rp—2,Tn—1)

= mcd(rp—1,7rn) = mcd(ry, 0) = 7.
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El Algoritmo de Euclides VIII

@ Finalmente, se produce un resto de cero en esta secuencia de
divisiones sucesivas, porque la secuencia de restos
a=1ry>ry>1ry>---> 0 no puede contener mas de a términos.

@ Ademids, del Lema 1 se sigue que

mcd(a,b) = med(ro, 1) = med(r1,r2) = - -+ = med(rp—2,Tn—1)

= mcd(rp—1,7rn) = mcd(ry, 0) = 7.

@ Por tanto, el maximo comdn divisor es el tltimo resto distinto de cero
en la secuencia de divisiones.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Teoria de Niimeros Il



Ejemplo 12 |

Encuentre el maximo comiin divisor de 414 y 662 usando el algoritmo
euclidiano.

Solucién:
@ Los usos sucesivos del algoritmo de divisién dan:

662 =414 -1+ 248
414 = 248 - 1 4+ 166
248 =166 -1 + 82
166 =82-2+2
82 =2-41.

@ Por lo tanto, mecd(414,662) = 2, porque 2 es el dltimo resto distinto
de cero.

@ Podemos resumir estos pasos en forma de tabla.

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 12 1l

i Tiet il Tis2
662 414 1 248
414 248 1 166
248 166 1 82
166 82 2 2

82 2 4 0

W= O |~

inez (FCC-BUAP)




Pseudocoédigo del Algoritmo de Euclides

procedure gcd(a, b: positive integers)

x:=a

y:=>b

while y # 0
r:=xmody
x:=y
yi=r

return x{gcd(a, b) is x}

lle Martinez (FCC-BUAP)



Pseudocoédigo del Algoritmo de Euclides

procedure gcd(a, b: positive integers)

x:=a

y:=>b

while y # 0
r:=xmody
x:=y
yi=r

return x{gcd(a, b) is x}

@ En cada etapa del procedimiento, x se reemplaza por y, y y se
reemplaza por x mod ¥, que es el resto cuando x se divide por y.




Pseudocoédigo del Algoritmo de Euclides

procedure gcd(a, b: positive integers)

x:=a

y:=>b

while y # 0
r:=xmody
x:=y
yi=r

return x{gcd(a, b) is x}

@ En cada etapa del procedimiento, x se reemplaza por y, y y se
reemplaza por x mod ¥, que es el resto cuando x se divide por y.

@ Este proceso se repite siempre que y # 0.




Pseudocoédigo del Algoritmo de Euclides

procedure gcd(a, b: positive integers)

x:=a

y:=>b

while y # 0
r:=xmody
x:=y
yi=r

return x{gcd(a, b) is x}

@ En cada etapa del procedimiento, x se reemplaza por y, y y se
reemplaza por x mod ¥, que es el resto cuando x se divide por y.

@ Este proceso se repite siempre que y # 0.

o El algoritmo termina cuando y = 0, y el valor de x en ese punto, el
tultimo resto distinto de cero en el procedimiento, es el maximo
comun divisor de a y b.




Ejercicios |

© Determine si cada uno de estos nliimeros enteros es primo.
o 19 o 93 @ 107 Q 27 e 101 o 113

@ Encuentre la factorizacién prima de cada uno de estos niimeros
enteros.

e 39 e 381 @ 101 0 143 o 289 @ 899

© ;Qué niimeros enteros positivos menores que 12 son primos relativos
a 127

© Determine si los niimeros enteros de cada uno de estos conjuntos son
primos relativos por pares.

o 11, 15,19 @ 12,17, 31, 37
@ 14,15, 21 9 7,80911

inez (FCC-BUAP)



Ejercicios |l

© ;Cudles son los maximos comunes divisores de estos pares de nlimeros

enteros?
037.53,737211.35,59 O 41-43-53,41-43-53
© 11-13-17,2°-37.5°.73 @ 313.517 912721
o 23,2317 0 1111,0

@ ;Cudl es el minimo comin multiplo de cada par en el ejercicio 57
@ Encuentre med(1000,625) y mem(1000, 625) y verifique que

mcd (1000, 625) - mem(1000, 625) = 1000 - 625.

@ Utilice el algoritmo euclidiano para encontrar

@ mcd(12,18) 0 mcd(12345,54321)
@ mcd(111,201) @ mcd(1000, 5040)
@ mcd(1001,1331) @ mcd(9888, 6060)
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